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EINLEITUNC 
Im folgenden benutzen wir ohne weitere Erkltirung die Definitionen und 
Notationen aus Serre [2]. 
In [2, Kap. 3, Ab. 21 betrachtet Serre den Reduktionshomomorphismus 
R,(G) 5 R,(G) und beweist in Theorem I, Ab. 3.1: d ist surjektiv, falls K 
,,groB genug fiir G” ist, i.A. ist der Kokern von d ein p-Torsionsmodul 
(annuliert von 1 G 12, dem p-Anteil der Ordnung der Gruppe G). 
Wir wollen hier zeigen, da8 unter den Voraussetzungen von Theorem 1, 
Ab. 3.1 d stets surjektiv ist: 
SATZ 1. Sei A ein kompletter, diskreter Bewertungsring, k der Restklassen- 
kijrper von A und K der Quotientenkiirper. Dann ist der in [2, Kap. 3, Ab. 2, 
p. 3-91 dejbierte Reduktionshomomorphismus d : R,(G) ---f R,(G) stets su?jektiv. 
1. JZ-MoNoMItiE DARSTELLUNGEN 
Sei k ein beliebiger KBrper, k” ein algebraischer AbschluD von k und n E N 
eine natiirliche Zahl, prim zur Charakteristik von k. Wir werden zu n und k 
eine Gruppe H = H(n, k) und einen absolut irreduziblen kH-Modul M(n, k) 
konstruieren: 
Sei E, C K”X die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in k und k, = k[E,], 
8, = Gal(k, : k) die Galoisgruppe von k, iiber k. 6, operiert effektiv auf 
E es sei H = H(n, k) die zerfallende Erweiterung von 6, mit E, : 
H”: ((5, 01) 1 5 E E, , LY. E S,> mit (1, IX) . ({‘, a’) = (5 . a&“, olol’). H operiert 
in nattirlicher Weise k-linear auf k, vermiige 
(5, a) * x = 1 . “x 
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(x E kn) 
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wegen : 
(5, a)(((‘, 01’) ax) = ((-, cd) . 5’ a’% = 5 “5’ aa’x = (5 “(‘, a+ = ((5, a)((‘, cd’)) . x. 
Wir schreiben M(n, k) fur diesen aus k, gewonnenen kH-Modul. Offenbar 
ist M(n, k) treu und wegen End,,,(M(n, k)) = (x E k, = End,*(k,) / a~ = x 
fur all 01 E S,} = k ist M(n, k) absolut irreduzibel, fur E, < Hr < H ist 
die Restriktion M(n, k)IHI jedenfalls noch irreduzibel. 
Sei nun G eine beliebige endliche Gruppe, U < G eine Untergruppe 
von G, v : 15-t H = H(n, k) ein Homomorphismus. Vermoge y kijnnen 
wir M = M(n, k) als kU-Modul auffassen und den induzierten KG-Modul 
MU+o = KG gAU M bilden. ikl”+o hangt offenbar nur von U and 9 ab, 
wir schreiben dafiir such M(U, v), E in beliebiger kG-Modul heiRe nun 
k-monomial, falls es ein U < G, ein n E N, prim zu char k, und ein 
v : U + H(n, k) gibt mit N e M( U, v). 1st k z.B. algebraisch abgeschlossen, 
bzw. enthalt k geniigend viele Einheitswurzeln, so sind die k-monomialen 
Darstellungen von G gerade die monomialen kG-Darstellungen im iiblichen 
Sinne. 
2. k-MoNoMuLE DARSTELLUNGEN p-HYPERELEMEWIXRER GRUPPEN 
Eine endliche Gruppe G he& p-hyperelementar, falls G einen zyklischen 
Normalteiler z 4 G besitzt mit (/ 2 1, p) = 1 und (G : Z)p-Potenz. Offenbar 
ist dann G das zerfallende Produkt von Z und G, . G besitzt genau dann 
keinen p-Normalteiler, wenn G, durch Konjugation treu auf Z operiert. 
Wir wollen zeigen: 
SATZ 2. Sei k ein K&per der Charakteristik p und G eine p-hyperelementare 
Gruppe. Dann ist jeder irreducible KG-Modul k-monomial. 
Beweis. Sei N ein irreduzibler kG-Modul. Da jede Unter- und Faktor- 
gruppe von G wieder p-hyperelementar ist, kiinnen wir durch Induktion 
nach 1 G / annehmen: 
1) N ist treu; 
2) N ist von keiner echten Untergruppe von G induziert. 
Aus (I) folgt insbesondere, dal3 G keinen p-Normalteiler besitzt, also G, 
treu auf Z 4 G operiert, (da p-Normalteiler einer Gruppe G auf irreduziblen 
kG-Moduln trivial operieren.) 
Aus (2) folgt nach Clifford (cf. [I, p. 343 ff.]), dal3 N /z in eine direkte 
Summe einander isomorpher kZ-Moduln zerfallt, etwa 
NI,rM@M@...@M=G-M 
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wobei die Isomorphieklasse von 1M invariant unter G/Z= G, ist, d.h. fiir 
g E G, ist der kZ-Modul g&I, der als k-Modul M selbst ist und auf dem Z 
vermijge .s 0 x = gzg-lx (X E M) operiert, isomorph zu IM. 
Wir wollen unter diesen Voraussetzungen zeigen: 
(*) 1st 71 = 1 Z /, so gibt es einen injektiven Homomorphismus q~ :
G + H(n, k) mit M(G, v)lz E M. 
Aus (*) folgt offenbar Satz 2: 
Aus N Iz z P. M z (P . M(G, v))/z folgt nach der Brauerschen Theorie 
da zur Berechnung der Brauercharaktere nur die Einschrankungen auf Z 
beniitigt werden (jedes p-regulare Element aus G liegt in Z), und da beide 
halbeinfache kG-Moduln sind (N als irreduzibler kG-Modul, 8. M(G, q~) 
als direkte Summe des irreduziblen KG-Moduls M(G, q), da wegen der 
Injektivitat von q~ gilt: v(Z) = E, , also E, < v(G) < H); halbeinfache 
KG-Moduln mit gleichen Brauercharakteren sind aber isomorph. 
Wegen der Irreduzibilitat von N folgt / = 1, also N E M(G, v) k-mono- 
mial. 
Beweis von (*): Jede einfache Komponente des halbeinfachen, abelschen 
Gruppenringes kZ ist isomorph zu einem Kiirper k,n fur ein m 1 n, wobei Z 
vermiige eines Epimorphismus (G : Z ---f-f E, C k, auf k, operiert. Insbeson- 
dere existiert also fiir den einfachen kZ-Modul M ein Homomorphismus 
$:Z--++E, mit M-kk,, vermiige 1,4 als kZ-Modul aufgefaDt. Da mit G 
such Z treu auf IV, also such auf M operiert, mul3 m = n sein und $I ein 
Isomorphismus: y5 : Z-t+ E, . 
Dieser Isomorphismus induziert einen Isomorphismus I,Y : Aut(Z) ++ 
Aut(E,). Weil G, treu auf Z und 6, treu auf En operiert, gilt G, < Aut(Z), 
8, < Aut(E,). Die Tatsache, da8 M invariant unter G, ist, impliziert 
#‘(G,) < 6, > da Konjugation mit g E G, die zu M gehorige einfache 
Komponente in kZ isomorph und k-linear auf sich abbildet, also ein Element 
in Q, induziert. Folglich induziert ($, 4’) eine injektive Abbildung 
9 : G-t H(n, k) und fur den zugehorigen RG-Modul M(G, ‘p) gilt offenbar 
M(G, y)lz z M. 
3. k-MONOMIALE DARSTELLUNGEN UND REDUKTIONEN 
Sei jetzt A ein kompletter, diskreter Bewertungsring mit Quotienten- 
k&per K und Restklassenkorper k, char k = p # 0. 
Wir wollen zeigen: 
SATZ 3. Ist G eine end&he Gruppe und M ein k-monomialer KG-Modul, 
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so existiert ein AG-Modul M’ mit M’ @A K K-monomial und M’ @A k g M. 
Aus Satz 2 und Satz 3 folgt offenbar mit bekannten Methoden Satz 1: 
1st $s die Familie derjenigen Untergruppen von G, die q-hyperelementar 
fur irgendein q sind (q = p oder q # p), so bewirkt bekanntlich (cf. [3]), die 
Induktionsabbildung Rk( L) --j R,(G) einen Epimorphismus: Cr,,sj Rk( U) +-f 
R,(G). Da man ferner ein kommutatives Diagram: 
hat, geniigt es, Satz 1 fiir die Gruppen U E H nachzuweisen. 1st U q-hyper- 
elementar fur q # p, so kiinnen wir sogar (/ U I, p) = 1, also 1 U I9 = 1 
annehmen, da jedenfalls U, Q U und p-Normalteiler bei der Betrachtung 
irreduzibler KU-Moduln vernachlassigt werden kiinnen. In diesem Falle 
folgt also die Surjektivitat aus dem eingangs zitierten Theorem. 1st aber 
U p-hyperelementar, so beweisen Satz 2 und Satz 3 zusammen die Surjek- 
tivitat von d* : RK( U) --f R,(U). 
Beweis won Satz 3. Sei U 6: G, QI : U-t H(n, k) so gewahlt, da13 
M( U, 9) g M. Sei a ein algebraischer AbschluB von K, /i der ganze 
AbschluD von A in R und k^ der Restklassenkorper von A (da A henselsch 
ist, ist 2 lokal). 
Sei E,(K), bzw. E,(k) die Gruppe der n-ten Einheitswurzel in R, bzw. K” 
und B,(K) bzw. B,(k) die Galoisgruppe von K[E,(K)] = K, iiber K 
bzw. k[E,(k)] =T k, fiber k. Da K, unverzweigt tiber K ist ((n, p) = l!) 
ist B,(K) kanonisch isomorph zu B,(k). Ferner gilt E,(K) C a und die 
Abbildung a+ k” bewirkt einen B,-Isomorphismus E,(K) --++ E,(k), 
d.h. H(n, K) und H(n, k) sind kanonisch isomorph. Ferner gelten fur 
M” = A[E,(K)] als H(n, k)-Modul offenbar die Beziehungen: M” @A K E 
M(n, K), M” Ba k s M(n, k), die letzte Beziehung wieder wegen der 
Unverzweightheit von A[E,(K)] iiber A. Macht man nun M” vermoge 
q: U+H(n,k)EH(n,K) 
zu einem AU-Modul und induziert nach G, so erhalt man einen AG-Modul 
M’, der wegen der Vertauschbarkeit von Induktion und Restriktion mit 
@A K und @A k offenbar die gewiinschten Beziehungen erftillt. 
Bemerkung. Im Zusammenhang mit Dade’s Theorie ist wohl such das 
folgende, mit Satz 2 verwandte Ergebnis interessant: 
Sei k ein endlicher Ktirper der Charakteristik p und sei G eine ze~fallende 
526 DRESS 
Erweiterung einer p-Gruppe P mit einem Normalteiler N CJ G. Dams kann 
man jeden P-invarianten, irreduxiblen RN-Modul M zu-bis auf Isomorphic 
genau-einem KG-Modul erweitern. 
Beweis. Es ist EndkN M = k’ ein endlicher Erweiterungskorper von k. 
Da M P-invariant ist, existiert ferner zu jedem g E P ein k-Automorphismus 
q8 : M -+ M mit qo(nx) = gng-$,(x) fur alle n E N und x E M. 1st q~ ein 
weiterer k-Automorphismus von M mit den gleichen Eigenschaften, so 
existieren offenbar c, c’ E k’ = End,,(M) mit vy = qs’ = y9’c’, d.h. 
?)g E Aut,(M) liegt in Normalisator H von k’x C Aut,(M) und ist als Element 
von H/k’X wohl bestimmt, und P - H/k’X, g + v’s mod k’x ist ein Homo- 
morphismus. Sei P* das Urbild in H C Aut,(M) des Bildes von P in H/k’X 
unter CJJ. Als Erweiterung einer p-primen Gruppe mit einer p-Gruppe 
spaltet P* auf, d.h. es existiert ein Homomorphismus v : P+ Aut,(M) mit 
q(g)(nx) = gng-‘(v(g) x) fiir all n E N, x E M. 
Fiir g = n . h E G, n E N, h E P definiert dann gx = n . q(h) x (x E M) 
eine Gruppenoperation von G auf M: 
g’ = n’h’ + g’(gx) = (n’h’) n . (v(h) x) = n’q(h’)(nv(h) x) 
= n’h’nh’-$(h’) v(h) x = n’h’nh’-$(h’h) x = (g’g) x 
wegen g’g = (n’h’nh’-l)(h’h), die die Operation von N auf M offenbar 
fortsetzt. 
Es ist jedoch zu beachten, daB selbst wenn M als kN-Modul Reduktion 
eines KN-Moduls M’ ist, dieser weder notwendig P-invariant ist, noch sich 
zu einem KG-Modul erweitern lassen mul3. 
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